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In seiner Arbeit [7] hat G. Levin den Begriff des Golodhomomorphismus 
eingefiihrt, mit dessen Hilfe man in vielen Fzllen Ringwechselsatze fiir PoincarC- 
Reihen beweisen kann. 
Beispiele von Golodhomomorphismen sind in [7], [S] und [I] angegeben. 
Es sol1 hier untersucht werden, unter welchen Umstgnden fur zwei Ideale 
a, b eines lokalen Rings R der kanonische Epimorphismus R - R/a A b ein 
Golodhomomorphismus ist. 
Alle betrachteten Ringe sollen noethersch und lokal sein. Unter einer Alge- 
braaufl6sung X des Restklassenkorpers k eines lokalen Rings (R, nz, k) wollen 
wir eine graduierte, differentielle Algebra verstehen, die als Komplex eine 
minimale freie Aufliisung des Restklassenkijrpers k darstellt. Jeder lokale Ring 
besitzt nach [4] eine solche Algebraauflijsung des Restklassenkorpers. Wir wollen 
hier kurz die Definition eines Golodhomomorphismus zitieren. 
Es sei (p: R -+ S ein lokaler Homomorphismus, der einen Isomorphismus der 
Restklassenkorper k induziert und X eine Algebraauflosung von k. 
DEFINITION 1 (G. Levin, [8], 1.4; 1.3). q~ heiRt Golodhomomorphismus, 
wenn X OR S triviale Masseyoperationen besitzt, d.h. fur jede Folge von 
homogenen Elementen vu1 ,..., ZI, E Z?(X OR S) gibt es ein homogenes Element 
y(q ,..., q+) E m(X @s S), so da8 folgende Regeln gelten: 
(a) Fur alle z, E A(X @ S) ist y( z, ein Zykel, dessen Homologieklasse mit ) 
v iibereinstimmt. 
(b) Fiir alle q ,..., vu, 6 A(X OR S) ist 
n-1 
&(Vl ,-*a, %> = c y(v, ,--*, flk) Y(%+1 ,-*., 4. 
k=l 
Dabei sei fiir ein homogenes Element w einer graduierten Algebra @ = 
(-l)l+deg(w)w gesetzt. 
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Ein Ideal a eines lokalen Rings (R, m, k) hei& Golodideal, wenn der kanonische 
Epimorphismus R -+ R/a ein Golodhomomorphismus ist. 
Bezeichne PRM = xi20 dim ToraR(K, M)Xi d ie P oincare-Reihe eines endlich 
erzeugten R-Mod&, dann gilt 
SATZ 1 (G. Levin, [8], Th. 1.5). Folgende Aussagen sind aquivalent: 
(a) 9: R -+ S ist ein Golodhomomorphismus 
(b) P,” = PRk/(l - X(PRs - 1)) und 
nH(X @ S) = 0, 
R 
(n bezeikhne das maximale Ideal von S). 
LEMMA 1. Seien a, b Ideale eines lokalen Rings (R, m, k) und X eihe Algebra- 
auj&Gung von k. Dunn ist a n b ein Golodideal, falls der kanonische Homomor- 
phismus 
7: @X @ R/a) @ ir(X 0 R/b) --)r I?(X @ R/a + b) 
injektiv ist. 
Beweis. Wir betrachten die lange exakte Sequenz 
,..-&+JX@R/a+b)---+ “+’ f&(X @ R/a n b) 
--+ E&(X @ R/a) @ H,(X @ R/b) + ..., 
die sich aus der exakten Sequent 
0 --+ R/a n b + R/a @ R/b ---f R/a + b -+ 0 
ergibt. Falls q injektiv ist, dann ist 
6i+l: H,+,(X @ R/a + b) --+ I&(X @ R/a n b) 
surjektiv fiir alle i > 0. Seien 
E:X-+X@Rlafbund 
q, : X -+ X @ R/a n b 
die kanonischen Epimorphismen. 
SeizEZ(X@R/a+b) d un x’ E X mit E(z’) = z. Dann gilt d(z’) = w; + wk 
mit wi E aX und w; s bX. Sei wr = Q(w~) und w2 = us, dann ist a([~]) = 
hl = hl- 
Da 6 surjektiv ist, kiinnen wir daher fiir jedes homogene Element 
v E g(X @ R/a n b) homogene Elemente ur(v), us(v) mit 
~~(0) E a(X @ R/a n b), U*(V) E b(X @ R/a n b) 
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wtihlen, so dab v = [u,(u)] = [o,(v)]. I ns b esondere ist also q(v) - crs(v) E 
B(X @ R/a n 6). Wahle T(V) E X @R/a n b mit d(~(v)) = a,(v) - o,(v). 
Seien nun vi ,..., v, E n(X @ R/a n b), dann setzen wir 
Es gilt dann 
da us(++r) ul(vl) E ab(X @ R/a n 6). Al s eine einfache Anwendung von Lemma 
1 ergibt sich 
SATZ 2. Sei (R, m, k) ein lokaler Ring und seien x, y E m Nichtnullteiler von R, 
so da$’ (x, y) kein Hauptideal ist, dann ist a = (x) n (y) ein Golodideal. Ferner 
gilt : 
Beweis. 
Pi,, = P&l + 2X - xP$q 
und 
H,(X @ R/(x)) = H,(X @ R/(y)) = 0 fur i 2 2 
f&(X 0 R/(x)) 0 HIV- 0 WY>> 
--+ H,(X 0 R/(x, YN - f&(X 0 R/(x) n (Y>) 
-+ 4,(X 0 WN 0 f-&(X 0 R/(Y)) --+ f&(X 0 R/(x, Y)) - 0 
ist exakt. Durch Dimensionsvergleich folgt, dab such H,(X @ R/(X)) @ 
H,(X @ R/(y)) -+ H,(X @ R/(x, y)) injektiv ist. Somit ist (x) n (y) ein 
Golodideal und die Formel folgt leicht aus Satz 1. 
In einem weiteren Fall Ia& sich die Voraussetzung von Lemma 1 leicht 
verifizieren. 
SATZ 3. Seien a, b Ideale eines lokalen Rings (R, m, k), a, b _C m. Falls 
TordR(Rla, R/b) = 0 f iir i > 0, dann ist ab ein Golodideal und 
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Zum Beweis benijtigen wir noch 
LEMMA 2. Die kanonische Abbildung 
a: H(X @ R/a) @ H(X @ R/b) -+ H(X @ R/a + b) 
ist unter den Voraussetzungen von Satz 3 ein Isomorphismus von k-Algebren. 
Insbesondere ist 
injektiv. 
7: H(X @J R/a) @ H(X @ R/b) + H(X @ R/a + b) 
Beweis. Seien F bzw. G minimale freie R-AuflGsungen von R/a bzw. R/b. 
Dann ist, wegen Tor,R(R/a, R/b) = 0 f ur i > 0, F @ G eine minimale freie 
R-Auflosung von R/a + b und man erhalt ein kommutatives Diagramm von 
k-Algebren 
H(k@F)@H(k@G)-atH(k@(F@G)) 
Tl 1 1 92 
H(X R,‘a) @I H(X @ R 6) -;’ H(X @ R,‘a + b) 
und q2 sind Isomorphismen, da sie sich aus den jeweiligen Kantenisomor- 
zismen der Doppelkomplexe X OF, X @ G bzw. X @ (F @ G) ergeben. Es 
ist aber such /I und somit ol ein Isomorphismus, da 
H(kOF)OH.(kOG)~(kOF)O(kOG) 
zk@(F@G)rH(k@(F@G)). 
Beweis von Satz 3. Dal3 ab ein Golodideal ist, folgt bereits aus Lemma 1 
und 2, wenn man beachtet, dal3 ab = a n b, wegen TorrR(R/a, R/b) = 0. 
Ferner ergeben sich die exakten Sequenzen 
0 + J&,(X @ R/ah) -+ Z&(X @ R/a) @ H,(X 0 R/b) - H,(X @ R/a + 6) - 0 
und 
0 -+ f&+,(X 0 R/a) 0 H,+,(X 0 R/b) - Hi+i(X 0 R/a + b) 
-+ H,(X @ R/ah) -+ 0 
fiir i > 1. Beriicksichtigt man noch, da8 01 in Lemma 2 ein Isomorphismus ist, 
so ergibt sich hieraus 
P:‘ab = 1 + x-‘(Pi’& - I)(PRR’b - 1) 
Aus Satz 1 folgt dann die Formel in Satz 3. 
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Satz 3 Ia& sich noch in naheliegender Weise verallgemeinern. 
Folgerung 1. Seien a, ,..., a, (I > 2) Ideale eines lokalen Rings (R, m, k), die 
alle im maximalen Ideal enthalten sind, und gilt 
ToriR(R/a, ... aj , R/cI~+~) = 0 fur i > 0 und j = l,..., 1 - 1, 
dann ist a = a, ... or ein Golodideal und 
Der Beweis folgt unmittelbar durch Induktion nach der Anzahl der Ideale. 
Wir betrachten nun noch ein konkretes Beispiel. Sei X, ,..., X, eine R-Folge 
und es seien ganze Zahlen n, ,..., n, , sowie vi ,..., q gegeben mit 
0 = no < n, < ... < 121 = n und vi > 1 fur i = I,..., 1. 
Sei a = (xi ,..., x,#(x~~+~ ,..., x,,>vz ... (xn,-,+i ,..., x,$, dann gilt 
Folgerung 2. a ist ein Golodideal und 
dabei ist (-5 = 1 gesetzt. 
Beweis. Man zeigt leicht durch Induktion nach den Exponenten vj , daR 
To;iR(R”(xl T.v., xnI)yl *.* (~,,-~.+l ,..., XJJ, R/(x,~+~ ,a.., xaj+,y’j+l) = o 
ist fiir i > 0 und j = l,..., I - 1. Ein Beweis dazu findet sich z.B. in [6] oder 
such in anderer Form in [3], Th. 3. Wir kijnnen daher Folgerung 1 anwenden. 
Zur Berechnung von Pila braucht man dann lediglich P~I(x1*...*2m’y fiir eine 
R-Folge [xl , . . . , 3,) zu kennen. Diese Reihe la& sich aber mit dem Buchsbaum- 
Rim-Komplex [2] bestimmen, da (xi ,..., x,)y das Ideal ist, welches von den 
maximalen Unterdeterminanten von (olij), i = l,..., v, j = l,..., m + v - 1, 
erzeugt wird, wobei 
olij = X&i+1 7 fur 1 < i < V, i<j,(i+m-1, 
zzzz 0, sonst. 
Demnach ist 
pRIhl....,~m)Y 
R 
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Bemerkung. L. Avramov hat in [l] Cor. 5.6 ein Satz 3 entsprechendes 
Resultat fiir die Reihe PR”/Pi,a+b bewiesen. Insbesondere wird in [l] Cor. 6.9. 
die Reihe PRkjP:,, fiir Ideale der Gestalt a = Cj’=, (x~~-~+~ ,..., x%g)vI berechnet. 
Der Referent hat die Autoren darauf hingewiesen, daB Satz 2 such ohne Ver- 
wendung von Lemma 1 Ieicht aus Theorem 5 in [5] von Gulliksen und Ghione 
folgt. 
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